
2026 年全国硕士研究生招生考试

数学（一）预测卷（一）
（科目代码：301）

考生注意事项

1．答题前，考生须在试题册指定位置上填写考生编号和考生姓名；在答题卡

指定位置上填写报考单位、考生姓名和考生编号，并涂写考生编号信息点。

2．选择题的答案必须涂写在答题卡相应题号的选项上，非选择题的答案必须

书写在答题卡指定位置的边框区域内。超出答题区域书写的答案无效；在

草稿纸、试题册上答题无效。

3．填（书）写部分必须使用黑色字迹签字笔书写，字迹工整、笔迹清楚；涂

写部分必须使用 2B 铅笔填涂。

4．考试结束，将答题卡和试题册按规定交回。

（以下信息考生必须认真填写）
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一、选择题：1~10小题，每小题5分，共50分 . 下列每题给出的四个选项中，只有一个选项是

最符合题目要求的 .

1.当 x → 0+时，下列无穷小量中，最高阶的是

A. ∫0

x2

(e 1)d .t2

+ t   B. ∫0

x

ln(1 )d .+ t t3

C. ∫0

sin x

cos d .t t2   D. ∫0

1 cos− x

arcsin d .3t t

2.若微分方程 y ay by′′ ′+ + =0的解在 ( )−∞ +，∞ 上必为周期函数，则

A. a b= >0, 0.  B. a b= <0, 0.  C. a b≠ <0, 0.  D. a b≠ >0, 0.

3. ∫ ∫ ∫ ∫1 1 1
4 2 2

1
2 d e d d e dy x y x

y y
x x
y y

+ =
1

y

A. 3e e
4 2
− .  B. 3e e

8 2
− .  C. 3e e

4 2
+ .  D. 3e e

8 2
+ .

4.设 f x x( ) arcsin= −
1+

x
ax2 ，f ′′′(0) 2= ，则 a =

A. 1
6

.  B. 1
4

.  C. 1
3

.  D. 1
2

.

5.设向量 β可由向量组 α α α α1 2 3 4, , , 线性表示，但不可由向量组（Ⅰ）：α α α1 2 3, , 线性表示，记向

量组（Ⅱ）：α α α β1 2 3, , , ，则

A. α4 不可由向量组（Ⅰ）线性表示，也不可由向量组（Ⅱ）线性表示 .

B. α4 不可由向量组（Ⅰ）线性表示，但可由向量组（Ⅱ）线性表示 .

C. α4 可由向量组（Ⅰ）线性表示，也可由向量组（Ⅱ）线性表示 .

D. α4 可由向量组（Ⅰ）线性表示，但不可由向量组（Ⅱ）线性表示 .

6.设A为n阶矩阵，A* 是A的伴随矩阵，齐次线性方程组Αx =0有两个线性无关的解，则

A. Α x∗ =0的解均是Αx =0的解 . B. Αx =0的解均是Α x∗ =0的解 .

C. Αx =0与Α x∗ =0没有非零公共解 . D. Αx =0与Α x∗ =0仅有两个非零公共解 .

7.设矩阵A = ( )aij n n× 的元素全大于零，且每行元素之和等于1，以下结论：

① λ =1是A的特征值；

② ( )A E x− =0有非零解；

③A的每一个特征值 λ都满足 λ ≤1 .

正确结论的个数为

A. 0. B. 1. C. 2. D. 3.
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8.设总体X的概率分布如下 .

X -1 0 1

P 1
4

1
2

1
4

从总体 X 中抽取 n 个简单随机样本，N1 表示 n 个样本中取到-1的个数，N2 表示 n 个样本

中取到0的个数，N3 表示 n个样本中取到1的个数，则N1 与N2 的相关系数为

A. -1. B. 1. C. −
3
3 .  D.

3
3 .  

9.设 X X X1 2 25, , , 是来自总体 N ( , )( 0)µ σ σ2 > 的简单随机样本，Φ x( ) 表示标准正态分布函

数，考虑假设检验问题：H0 ：µ≤10，H1：µ >10，若该检验问题的拒绝域为W X= >{ 20} ， 

其中 X X=
25
1 ∑

i

25

=1
i ，当 µ =20.5时，该检验犯第二类错误的概率为 1−Φ  

 
 

1
2

，则 σ =

A. 5. B. 6. C. 7. D. 8.

10.设总体X U∼ (0, )α ，Y U∼ ( ,2 )α α ，α > 0为未知参数 . X Y, 相互独立 .记 Z aX bY( , )a b = + ，

则当 Z( , )k k1 2
是α的最有效的估计量时，有

A. k1 =
1
3
，k2 =

2
3

.  B. k1 =
2
3
，k2 =

1
3

.  C. k1 =
1
5
，k2 =

5
3.  D. k1 =

1
2
，k2 =

1
2

.

二、填空题：11~16小题，每小题5分，共30分 .

11. grad 
 
 

x y2 + =
z
y

(1,1,2)

    .

12.曲线 y x= e
−

x
1
+1的斜渐近线方程为    .

13.∑
n

∞

=0

( 1)− =n

(2 1)!n
2
+
n     .

14.微分方程 ( 1)d ( 4 1)d 0x y x x y y− − + + − = 的通解为    .

15.已知方程组（Ⅰ）




x ax
x x a x1 2 3

2 3

+ + + =
+ =

( 1) 0
0,

的解均是方程组（Ⅱ）




x x x
x x bx

1 2 3

1 2 3

+ + =
+ + =

2 0,
0

的解，但方

程组（Ⅰ）与方程组（Ⅱ）不同解 .设矩阵 A 为方程组（Ⅰ）的系数矩阵，矩阵 B 为方程组（Ⅱ）

的系数矩阵，则B AT =    . 

16.设总体 X 的概率密度 f x x x( ) , 1 2,= ≤ ≤







θ
0, ,

µx x, 0 1,

其他

≤ <
µ，θ为未知参数且 µ > 0，θ > 0，Y =eX ，X

的样本观测值为0.1，0.9，1.2，1.2，则P Y{ < 4} 的最大似然估计值为　　　　.
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三、解答题：17~22小题，共70分 .解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤 .
17.（本题满分10分）

设曲面 z f x y= ( , ) 过点 (0,0,2)，且∆z关于 x的偏增量∆ =− ∆ + ∆x z x x o x2 e ( )− y
 ，∆z关于 y

的偏增量∆ = − − ∆ + ∆y z x y y o ye ( 1) ( )− y 2 ，求 z f x y= ( , )的表达式及 z的极值 .

18.（本题满分12分）

设 f x g x( ) ( ) e .= =


ln , 1,

x x, 1,
x x

<
>

x−1

（1）求ϕ ( ) [ ( )]x f g x= ；

（2）求在 ( , )−∞ +∞ 内的连续函数 y，使之在 ( ,1)−∞ 与 (1, )+∞ 内满足微分方程 y y x′ − =ϕ ( )， 

且 y(0) 0.=

19.（本题满分12分）

（1）设 f x( )在 [a b, ]上具有二阶连续导数，证明存在ξ ∈ ( , )a b ，使得

∫a
b

f x x f b a( )d ( )= − + 
 
 

a b+
2

f
24
′′( )ξ ( )b a− 3 ；

（2）设 g x( ) 在 [−1,1] 上具有三阶连续导数，且 g g g( 1) (1), (0) 0− = =′ ，证明存在 η ∈ −( 1,1)，

使得 g′′′( ) 0η = .

20.（本题满分12分）

设非负函数 f x( ) 有连续的二阶导数，f x( ) 满足 f (0) 1= ，f ′(0) 2= ，对于任意的位于 xOy

面上方的分片光滑闭曲面∑的内侧，都有
∫∫
∑

z f x y z yz f x z x2 2′( )d d 3 ( )d d 0− = .求 f x( ) .

21.（本题满分12分）

设A =
 
 
 
 
 

1 1 1
1 2 1
1 1 2

，B =
 
 
 
 
 

0 0 1
0 2 1
1 1 2

.

（1）是否存在正交矩阵Q，使得Q AQ BΤ = ？若存在，求出Q；若不存在，说明理由 .

（2）求可逆矩阵P，使得P APΤ ，P BPΤ 均为对角矩阵 .

22.（本题满分12分）

设随机变量 ( , )X Y 的概率密度为 f x y( , ) =



0,

a x x y 
 
 

2 + < < < <
xy
2

, 0 1,0 2,

其他.

（1）求 a的值；

（2）X，Y是否相互独立，说明理由；

（3）计算P Y X 
 
 

> =1 1
2

.
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数学（一）预测卷（一）试题答案及评分参考

一、选择题

1.答 应选D.

解 当 x → 0+时，

∫ ∫0 0

x x2 2

(e 1)d 2d 2t2

+ =t t x

2 ，

∫ ∫0 0

x x

ln(1 )d d+ =t t t t x3


3 5
2 2

5
2

，

∫ ∫0 0

sin sinx x

cos d 1d sint t t x x2
 = ，

∫ ∫0 0

1 cos 1 cos− −x x

arcsin d d (1 cos )3 5t t t t x x 

3 5
2 2= −

5 20
2 2 .

2.答 应选A.

解 若该微分方程的解必有周期性，则解的形式只能为 y A x B x= +cos sinβ β ，故对应的

特征方程的根为 r1,2 =±β i，此时，特征方程为 r 2 2+ =β 0 .故微分方程 y ay by′′ ′+ + =0中的

系数 a b, 需满足：a b= = >0, 0β 2 .

3.答 应选B.
解 积分区域如图所示 .交换积分次序，可得

原式= = −∫ ∫ ∫1 1
2 2

1 1

d e d (e e )dx y x x x
x

x

2

x
y

x

                              = − − = − 
  2 8 2

e 3 ex x2 ( 1)e ex
1

1
2

.

4.答 应选A.

解 将 arcsin ,x
1+

1
ax2 在 x =0处泰勒展开，得

 f x x x x ax a x( ) (1 )= + + − − + = + +   
   
   

1 1
6 6

3 2 3
  ，

O

y y=x2 y=x

x�
�

�
�
�
�

�

�
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由泰勒级数展开的唯一性，有
1 (0)
6 3!

+ =a f ′′′
，即

1 1
6 3

+ =a ，故 a =
1
6

.

5.答 应选B.

解 先判别 α4 可否由向量组（Ⅱ）线性表示 .

因为 β可由向量组 α α α α1 2 3 4, , , 线性表示，则存在一组实数 k k k k1 2 3 4, , , ，使得

 β α α α α= + + +k k k k1 1 2 2 3 3 4 4 . ①

若 k4 =0，则 β可由向量组（Ⅰ）线性表示，与已知矛盾，故 k4 ≠ 0 .从而有

α β α α α4 1 1 2 2 3 3= − − −
k
1

4

( )k k k ，

即 α4 可由向量组（Ⅱ）线性表示 .

再判别 α4 可否由向量组（Ⅰ）线性表示 .

如果 α4 可由向量组（Ⅰ）线性表示，则存在一组实数 l l l1 2 3, , ，使得

 α α α α4 1 1 2 2 3 3= + +l l l . ②

将②式代入①式，得

β α α α= + + + + +( ) ( ) ( )k k l k k l k k l1 4 1 1 2 4 2 2 3 4 3 3 .

这表示 β可由向量组（Ⅰ）线性表示，与已知矛盾，所以 α4 不可由向量组（Ⅰ）线性表示 .

6.答  应选B.

解 因为齐次线性方程组 Ax =0 有两个线性无关的解，所以方程组 Αx =0 的基础解系所

含向量个数 n r− ≥( ) 2Α .于是，r n( ) 2Α ≤ − ，由此得 Α O∗ = ，可知任意 n 维列向量均是方

程组Α x∗ =0 的解 .因此，方程组Αx =0 的解均是Α x∗ =0 的解，选项B正确 .选项A显然不

正确 .

对于选项C，D，由于方程组 Αx =0 的基础解系至少含有两个解向量，故 Αx =0 有无穷多

个非零解，与Α x∗ =0也有无穷多个非零公共解 .显然选项C，D均不正确 .

7.答  应选D.

解  取 n 维列向量 x = (1,1, ,1)

T ，显然 Ax x= ，所以 λ =1 是 A 的特征值，且 ( )A E x− =0

有非零解，①正确，②正确 .

设 λ 为 A 的任意一个特征值，x = ( , , , )x x x1 2  n
T 是对应的特征向量，则有 Ax x=λ ，

即∑
j

n

=1

a x x i nij j i= =λ ( 1,2, , ) .
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取 x xk =ma
1≤≤i n

x{ }i ，则 xk > 0，于是

λx a x x a xk kj j k kj k= ≤ ≤ =∑ ∑ ∑
j j j

n n n

= = =1 1 1

a xkj j  , 

由此推出 λ ≤1，③正确 .

8.答  应选C.

解  由题意可知N B n1 ∼
 
 
 

, 1
4

，N B n2 ∼
 
 
 

, 1
2

，N B n3 ∼
 
 
 

, 1
4

.

由N N N n1 2 3+ + = ，即N N n N1 2 3+ = − ，可知N N B n1 2+ ∼  
 
 

, 3
4

.

D N n( )1 = × × =
1 3 3
4 4 16

n
，D N n( )2 = × × =

1 1
2 2 4

n
，D N N n( )1 2+ = × × =

3 1 3
4 4 16

n .

又D N N D N D N N N( ) ( ) ( ) 2Cov( , )1 2 1 2 1 2+ = + + ，得Cov( , )N N1 2 =−
8
n .所以

ρN N1 2
= = =−

D N D N n n
Cov( , )
( ) ( ) 31 2

N N1 2

16 4

−
8
n

3
3 .

9.答  应选A.

解  假设检验中犯第二类错误的概率为当 H0 为假时却接受 H0 的概率，即在 µ >10 的情

况下，接受H0 的概率，而当 μ =20.5时，P X{ ≤ = −20 1} Φ  
 
 

1
2

，则

P P Φ Φ{ X ≤20 1} = ≤ = − = −
  
 
σ

X
/
− −μ

n
20 20.5 2.5 2.5
σ / 5 

   
   
   σ σ

，

故
2.5 1
σ

=
2
，则 σ =5 .

10.答  应选C.

解  当 a k= 1 ，b k= 2 时，Z( , ) 1 2k k1 2
= +k X k Y .

依题意，Z( , )k k1 2
首先是无偏估计量，即E Z k E X k E Y k k( ) ( ) ( )( , ) 1 2 1 2k k1 2

= + = + = 

α α
2 2

3 α，得

 k k1 2+ =3 2 . （*）

又 D Z k D X k D Y k k k k( ) ( ) ( ) ( )( , ) 1 2 1 2 1 2k k1 2
= + = + = +2 2 2 2 2 2

 

α α α
12 12 12

2 2 2

， 
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且由（*）式知 k k1 2= −2 3 ，故D Z k k k k( ) (2 3 ) (2 6 5 )( , ) 2 2 2 2k k1 2
= − + = − +
α α
12 6

2 2

  
2 2 2 .

令
d ( )  D Z

d 6k
( , )

2

k k1 2 = − + =
α 2

( 6 10 ) 0k2 ，得 k2 =
5
3
，则 k1 =

1
5

.

二、填空题

11.答 应填 2i j k− + .

解 令 u x y= +2 z
y
，则

∂
∂
u
x

=2xy，∂
∂
u z
y y

= −x2
2 ，

∂
∂
u
z y

=
1
，于是

∂
∂
u
x (1 1 2)，，

=2，∂
∂
u
y (1 1 2)，，

=−1，∂
∂
u
z (1 1 2)，，

=1 .

故 grad u (1,1,2) = − +2 .i j k

12.答 应填 y x= −1 .

解                            lim lim e 1
x x→∞ →∞x

y
= =

−
x
1
+1 ，

lim( ) lim lim
x x x→∞ →∞ →∞

y x x− = =

= =−lim 1,
x→∞

(

x
−

x x

+

e e 1

x

− −

1

x x
1 1
+ +1 1− −) ( )

故斜渐近线方程为 y x= −1 .

13.答 应填 cos1 sin1− .

解 ∑ ∑ ∑
n n n

∞ ∞ ∞

= = =0 0 0

( 1) ( 1) ( 1)− = − − −n n n

(2 1)! (2 1)! (2 1)!n n n
2 2 1 1
+ + +
n n +

                                      = − − −∑ ∑
n n

∞ ∞

= =0 0

( 1) ( 1)n n

(2 )! (2 1)!
1 1
n n +

                                      = −cos1 sin1 .

14.答 应填 ln ( 1) 4 arctan  x y C− + + =2 2

x
2
−
y
1

，C为任意常数 .

解 将原方程写成 d ( 1)
d ( 1) 4
y x y
x x y

=
− − +
− +

，

令X x= −1，Y y= ，则 d dx X= ，d dy Y= ，原方程化为
d 4
d
X X Y
Y X Y

=
− +

+
，即
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d
d
X
Y

= 4

Y

X

X
Y

−

+

1

1
，

令 u =
Y
X

，则有
d d
d d
X X
Y u

= +u X ，此时原方程化为 X
d 4 1
d 1 4
X u
u u

=
− −

+

2

，此为可分离变量的微

分方程，即
4 1
4 1 1
u X
u

2

+
+

d du X=− ，解得 ln (4 1) arctan 2  X u u C2 2 + + = .

将 u X x= = = −
Y y
X x −1

, 1代入，得方程的通解为

ln ( 1) 4 arctan  x y C− + + =2 2

x
2
−
y
1

，C为任意常数 .

15.答 应填
 
 
 
 
 

1 2 3
1 2 3
2 4 6

.

解 由题意，得 A =
 
 
 1 1 1

0 1
a

a
+

，B =
 
 
 

1 1 2
1 1 b

，可知 r( ) 2A = .由 Ax =0 的解均是

Bx =0 的解，可知
 
 
 B

A
x =0 与 Ax =0 同解且 r r( ) ( )A B≥ ，进而可得 r r

 
 
 B

A
= =( ) 2A ，又

Ax =0与Bx =0不同解，故 r( ) 1B = ，得 b =2.

又
 
 
 B

A
= →

   
   
   
   
   
   

1 1 1 0 1
1 1 2 0 0 1
1 1 2 0 0 0

0 1 1 0 1
a a

a
+

a −
，且 r

 
 
 B

A
=2，故 a =1 . 

于是B AT = =
   
   
   
   
   

1 1 1 2 3
1 1 1 2 3
2 2 2 4 6

 
 
 1 1 2

0 1 1
.

16.答 应填
1 2
3 3

+ ln 22 .

解  由归一性 ∫−∞
+∞

f x x( )d 1= ，得

∫ ∫0 1

1 2

µ θ µ θx x x xd d 1+ = + =
1 3
2 2

，即 µ θ= −2 3 .

根据X的样本观测值，知似然函数为
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L = = = −0.1 0.9 (1.2 ) 0.129 6 0.129 6(2 3 )µ µ θ µ θ θ θ

2 2 2 2 2，

从而有 ln ln 0.129 6 2ln(2 3 ) 2lnL = + − +θ θ，

d(ln ) 6 2
d 2 3θ θ θ

L
= +

−
− 令0，

得 θ的最大似然估计值为 θ̂ =
1
3
，且

P Y P P X{ < = < = <4 e 4 2ln 2} { X } { }

               = + = − + −∫ ∫0 1

1 2ln2

µ θ θ θx x x xd d (2 3 ) 2ln 21 1
2 2

 
 
 

2

               = + −1 (2ln 2 2)2 θ .

根据最大似然估计的不变性原理，知P Y{ < 4} 的最大似然估计值为

1 2ln 2 2 1 2ln 2 2 ln 2+ +( 2 2 2− = − = +)θ̂ 1
3 ( ) 1 2

3 3
.

三、解答题

17.解 由题设可知 f x y xx′( , ) 2 e=− − y ，f x y x yy
′ ( , ) e ( 1)= − −− y 2 ，f (0,0) 2= .

等式 f x y xx′( , ) 2 e=− − y 两边同时对 x积分，得

 f x y x y( , ) e ( )=− +2 − y ϕ ， ……2分

则 f x y x yy′ ′( , ) e ( )= +2 − y ϕ ，

由已知 f x y x yy′( , ) e ( 1)= − −− y 2 ，可得ϕ′( ) ( 1)ey y=− + − y . ……3分

ϕ′( )y 对 y积分，得ϕ ( )y = ( 2)ey C+ +− y ，则

f x y x y C( , ) e ( 2)e=− + + +2 − −y y .

由 f (0,0) 2= 可得C =0，故 z f x y x y= = − + +( , ) ( 2)e2 − y . ……5分

令




f x y x

f x y x y
x

y

′

′

( , ) 2 e 0,
( , ) ( 1)e 0,

=− =

= − − =2

− y

− y
得





x
y

=
=−

0,
1.

 ……7分

又 f x yxx′′ ( , ) 2e=− − y ，f x y xxy′′ ( , ) 2 e= − y ，f x y x yyy′′ ( , ) ( )e= − +2 − y ，

则在点 (0 1), − 处，A f= − =−xx′′ (0, 1) 2e，B f= − =xy′′ (0, 1) 0，C f= − =−yy′′ (0, 1) e，可得AC B− >2 0， 

且A < 0 . ……9分

故 z f x y= ( , )在 (0 1), − 处取得极大值，极大值为 f (0 1) e, − = . ……10分
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18.解 （1） ϕ ( ) [ ( )]x f g x= =


ln ( ), ( ) 1

g x g x( ), ( ) 1,

g x g x

<

>
 ……2分

              =




e , 1,

x x

x

− >

−1

1, 1.

x <
 ……4分

（2）当 x <1时，y y′ − =ex−1 ，根据一阶线性微分方程的通解公式，得

  y x C= +e e e d∫ ∫d ( 1)dx x 
  ∫ x−1 −

1

                =ex  
 
 e

x
+C1 . ……6分

由 y(0) 0= ，得C1 =0，即 y x= ex−1 ，且由题设知 y x(1) lim e 1= =
x→1−

x−1 .

当 x >1时，y y x′ − = −1，根据一阶线性微分方程的通解公式，得

 y x x C= − +e ( 1)e d∫ ∫d ( 1)dx x 
  ∫ −

2

  = − + =− +e ( e ) ex x xx C x C−
2 2 . ……9分

由题设知
x
lim ( ) 1
→1+

y x = ，得C2 =2e−1 ，故 y x=− +2ex−1 .

综上，y =


− + >

x xe , 1,

x x

x−1

2e , 1.x−1

≤
 ……12分

19.证 （1）由题设知，f x( )在 [a b, ]上具有二阶连续导数，故

                   ∫ ∫ ∫a a a

a b a b a b+ + +
2 2 2f x x f x x a f x x a x a f x x( )d ( )d( ) ( )( ) ( ) ( )d= − = − − −

a

a b+
2 ′

                                 = −f f x f x x 
 


a b b a+ −
2 2 2

 
′( ) ( ) d( (x a x a− −

2
) )2 2

a

a b+
2 +∫a

a b+
2 ′′

                                 = − +f f f   

   

a b b a a b b a b a+ − + − −
2 2 2 8 48  

  
′ ′( ) ( )2

′( )ξ1

3

， ①

 ……3分

∫ ∫ ∫a b a b a b

b b b

+ + +
2 2 2

f x x f x x b f x x b x b f x x( )d ( )d( ) ( )( ) ( ) ( )d= = − − −−
b

a b+
2

′
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                                    = +f f x f x x 

 

a b b a x b x b+ − − −
2 2 2 2 − ′ ′( ) ( ) d( ) ( )2 2b

a b+
2
∫a b

b

+
2

′

                                    = + +f f f   

   

a b b a a b b a b a+ − + − −
2 2 2 8 48  

  
′ ′( ) ( )2 3

′( )ξ2 ， ②

其中 ξ1 介于 a与 a b+
2

之间，ξ2 介于
a b+

2
与 b之间 . ……6分

①式与②式相加，得

∫a
b

f x x f b a( )d ( )= − 
 
 

a b b a+ −
2 2 24

+
f f′′ ′′( ) ( )ξ ξ1 2+



( )3

                 
导函数的

介值性
f b a f 
 


a b b a+ −
2 24

( ) ( )− + ′′ ξ ( )3

，

其中 ξ ξ ξ∈ ⊂( , ) ( , )1 2 a b . ……8分

（2）由题可知，g x′( )在 [−1,1] 上具有二阶连续导数，由（1）知，存在η ∈ −( 1,1)，使

∫−
1

1
g x x g′ ′( )d (1 1) (1 1)= + + + 

 


− +1 1 ( )
2 24

g′′′ η 3 ，

即 g g g( ) ( 1) 2 (0)1 − − = +′ g′′′
3
( )η

，又因为 g g g( ) (1), (0) 0− = =1 ′ ，故 g′′′( ) 0η = . ……12分

20.分析 根据高斯公式，
∫∫ ∫∫∫
∑ Ω

z f x y z yz f x z x f x f x z v2 2 2′( )d d 3 ( )d d ( ) 3 ( ) d 0− =− − = 
 ′′ ， 

由此可以推出被积函数   f x f x z′′( ) 3 ( ) 0− =2 ，从而得到微分方程 f x′′( ) − 3 ( ) 0f x = .

解  根据高斯公式，有

− − =∫∫∫
Ω

 
 f x f x z v′′( ) 3 ( ) d 02 ，

其中Ω是∑围成的空间区域 . ……3分

由Ω的任意性及 z2 > 0，可知

    f x f x′′( ) 3 ( ) 0− ≡ . ……4分

令 y f x= ( )，y f x p′ = =′( ) ，则 y f x p′′ = ′′( ) =
d
d
p
y
，代入上式，得

    p yd
d
p
y

=3 ， ……7分
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解得 p y C2 = +4
3
2

1 . ……9分

由初始条件 f (0) 1= ，f ′(0) 2= ，得 C1 =0 .因此 [ f x f x′( ) 4 ( )]2 =
3
2 ，即 f x f x′( ) 2 ( )=

3
4 ，解

得 4 ( ) 2f x x C
1
4 = + 2 . ……11分

再由初始条件 f (0) 1= ，得C2 =4，所以 f x( ) =
( 2)x

16
+ 4

. ……12分

21.解 （1）由于 A 的各阶顺序主子式 d1 > 0，d2 =1> 0，d3 = >1 0，且 A A= Τ，故 A 正定；

B 的一阶顺序主子式为0，故 B 非正定，于是 A 与 B 不相似，故不存在正交矩阵 Q，使

Q AQ Q AQ BΤ −= =1 . ……4分

（2）由 A = →

 
 
 
 
1 1 1
1 2
1 1 2

1


i
r r
=
i−

2,3
1

   
   
   
 


1 1 1 1 0 0

0 0
0 1 0 0 1 0

1 0 1  

→ =
c c
j=

j−
2,3

1

 0
E，令 P1 =

 
 
 
 
 

1 1 1
0 1 0
0 0 1

− −
，

于是有P AP E1 1
Τ = . ……6分

B P BP1 1 1= =Τ

 
 
 
 
 1 0 0

0 0 1
0 2 0 ，

B1 对应的实二次型为 f x x x= +2 22 1 3
2 ，令







x y y
x y y
x y

1 1 3

3 1 3

2 2

= +
= −
= ，

，

， 则 f y y y= + −2 2 21 2 3
2 2 2 .其中

   
   
   
   
   

x y
x y
x y

1 1

3 3

2 2=
 
 
 
 
 

1 0 1

1 0 1
0 1 0

−
，即 x P y= 2 ，且

f = = = =x B x P y B P y y P B P y y yΤ Τ Τ Τ Τ
1 2 1 2 2 1 2( ) 2

 
 
 
 
 

2

−2
，

即P B P2 1 2
Τ =

 
 
 
 


2
2

−2

. ……9分

令P P P= 1 2 =
 
 
 
 
1 0 1

0 1 2
0 1 0

−

− 

，则
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P AP P P AP P P PΤ Τ Τ Τ= = =2 1 1 2 2 2

 
 
 
 
 

2
1

2
，

  P BP P P BP P P B PΤ Τ Τ Τ= = =2 1 1 2 2 1 2

 
 
 
 
 

2
2

−2
. ……12分

【注】本题是两个具体型矩阵（一个正定矩阵，一个对称矩阵）同时相似对角化的问题，

解法众多，如在求 P P1 2, 的过程中均可用正交变换法 .此题综合性强，思维容量大，解题

角度多，是一道优秀的试题 .

22.解 （1）1 ( , )d d d d (2 )d= = + = + =∫∫ ∫ ∫ ∫
R2

f x y x y a x x y a x x x a
0 0 0

1 2 1 
 
 

2 2xy
2 6

7
，可得 a =

7
6 .

 ……2分

（2）当 0 1< <x 时，f x f x y y x y x xX ( ) ( , )d d (2 )= = + = +∫ ∫−∞

+∞

7 2 7
6 6

0

2 
 
 

2 2xy
；

当 x≤0或 x≥1时，f xX ( ) 0= .

故 f xX ( ) =



0,

7
6 (2 ), 0 1,x x x2 + < <

其他．

 ……5分

当 0 2< <y 时，f y f x y x x x yY ( ) ( , )d d= = + = +∫ ∫−∞

+∞

7 2 7 14
6 2 3

0

1 
 
 

2 xy
；

当 y≤0或 y≥2时，f yY ( ) 0= .

故 f yY ( ) =



0,

7 14
2 3

+ < <y y, 0 2,

其他．

 ……8分

因为 f x y f x f y( , ) ( ) ( )≠ X Y ，所以X与Y不相互独立 . ……9分

（3）当 y≤0或 y≥2时，fY X|
 
 


y x =
1
2 

=0，当 0 2< <y 时，

   f y xY X
  +
 
 

= = = =
1 1
2 4

f y

f

 
 
 

X

1
2
 
 
 

,

1
2

14
3 (1 )

7
6

+ y y
， ……11分
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于是， P Y X y  +
 
 

> = = =1 d1 1 5
2 4 8∫1

2 y . ……12分

【注】由于P X 
 
 

= =
1
2

0，故不能用条件概率公式P Y X 
 
 

> = =1 1
2

P Y X 
 
 

P X 
 
 

> =1,

= 1
2

1
2 .
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