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2025 考研数学（二） 真题 

试卷及解析 

一、选择题：1～10小题，每小题 5分，共 50分．下列每题给出的四个选项中，只有一个选

项是符合题目要求的． 

1. 设函数 ( , )z z x y 由
2

ln e d 0
x t

y
z z t   确定，则

z z
x y
 

 
 

 

A．  2 2

e e
1

x yz
z

 


．                  B．  2 2

e e
1

x yz +
z

 


．   

C．  2 2

e e
1

x yz
z

  


．          D．  2 2

e e
1

x yz
z

  


． 

【答案】A 

【解析】
2

ln e d 0
x t

y
z z t   , 分别对 ,x y 求偏导, 得： 

2 21 e 0 e
1

x xz z z z
x z x x z

   
    

   
 

2 21 e 0 e
1

y yz z z z
y z y y z

    
    

   
 

 2 2

e e .
1

x yz z z
x y z

  
  

  
 

2．已知函数   2

0
e sin d

x tf x t t  ，   2 2

0
e d sin

x tg x t x   ，则 

A． 0x  是  f x 的极值点，也是  g x 的极值点．             

B． 0x  是  f x 的极值点，  0,0 是曲线  y g x 的拐点．   

C． 0x  是  f x 的极值点，  0,0 是曲线  y f x 的拐点．        

D．  0,0 是曲线  y f x 的拐点，  0,0 也是曲线  y g x 的拐点． 

【答案】B 

【解析】
2 2 2

( ) e sin , ( ) 2 e sin e cosx x xf x x f x x x x    ， 
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(0) 0, (0) 1 0f f    . 

0x  是 ( )f x 的极值点. 

又
2 22

0
( ) e sin sin 2 e d

xx tg x x x t    ， 

2 2 2 22

0
( ) e sin 2 2 e sin sin 2 e 2cos 2 e d

xx x x tg x x x x x x t      ， 

(0) 0, (0) 0g g   ， ( )g x 在 0x  的左右邻域变号，则 (0,0)是 ( )y g x 的拐点. 

3．如果对微分方程  2 2 0y ay + a y    任一解  y x ，反常积分  dy x x



+

0
均收敛，则 

a 的取值范围为 

A. 2 1] ( ， .                                                        B. 1] ( ， . 

C. 2( ，0).                                                        D. ( ，0). 

【答案】C 

【解析】当 2a   时， 4 0y y   ，通解：
4

1 2e
xC C  ， 1 0C  时，  4

1 20
dxC C e x

 
不收敛.故 B、D排除. 

当
1
2

a   时，
3 0
2

y y y    ，通解：  
1
2 s ,5 5e cos in

2 2
x

y A x Bx x
    

       
 

 
 
  

 

 dy x x



+

0
收敛. 

4. 设函数  f x ，  g x 在 0x  某去心邻域内有定义且恒不为 0，若 0x  时，  f x 是 

 g x 的高阶无穷小，则当 0x  时 

A.       f x g x o g x  .        B.       2f x g x o f x . 

C.     e 1g xf x o  .          D.     2f x o g x . 

【答案】C 

【解析】由题易知， 0x   时，  f x 是  g x 高阶无穷小. 
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则有
 
 0

lim 0
x

f x
g x

 及  
0

 lim 0
x

f x


 ，  
0

 lim 0
x

g x


 . 

又  f x ，  g x 在 0x  某去心邻域内有定义且不恒等于 0. 

故对于 A选项，等式两端同除  g x 得：
 
 

 
 

1 .
o g xf x

g x g x
     

取极限得
 
 

 
 0 0

lim 1 lim .
x x

o g xf x
g x g x 

       
 

 

即0 1 0  ，显然 A不成立. 

对于 B选项，等式两端同除  2f x 得
 
 

 
 

2

2 .
o f xg x

f x f x

    

两端取极限得
 
 

 
 

2

20 0
lim lim
x x

o f xg x
f x f x 

   , 即 0  ，显然不成立. 

对于 C选项，等式两端同除  g x 得
 
 

 

 
e 1

.
g xof x

g x g x

    

取极限得
 
 

 

 
 
 0 0 0

e 1
lim lim lim .

g x

x x x

o o g xf x
g x g x g x  

         

显然有0 0 ，故 C正确. 

对于 D等式两端同除  2g x 得
 
 

 
 

2

2 2 .
o g xf x

g x g x
    

取极限得
 
 

 
 

2

2 20 0
lim lim
x x

o g xf x
g x g x 

   ，显然不成立.综上选 C. 
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5．设函数 ( , )f x y 连续，则  2

2 4

2 4
d , d

x
x f x y y

 
   

A．    
4 4 2

0 2 4
, d , d d

y

y
f x y x f x y x y

 

 

      ．                 

B．    
4 4 2

0 2 4
, d , d d

y

y
f x y x f x y x y



 

      ．   

C．    
4 4 4

0 2 2
, d , d d

y y
f x y x f x y x y

  



      ．                 

D．  
4 2

0 4
2 d , d

y
y f x y x

  ． 

【答案】A 

【解析】由题易知，此二重积分积分区域为 

 

 2( , ) 4 4, 2 2D x y x y x       ，对应图像为上图所示. 

记  2
1 ( , ) 4 4, 2 0D x y x y x       ，  2

2 ( , ) 4 4,0 2D x y x y x      ，且

 2

2 4

2 4
d , d

x
I x f x y y

 
   ，则    

1 2

, d , d
D D

I f x y f x y    ，交换积分次序得 

   

   

4 4 4 2

0 2 0 4

4 4 2

0 2 4

d , d d , d

   , d , d d

y

y

y

y

I y f x y x y f x y x

f x y x f x y x y

 

 

 

 

 

    

   

  
 

故 A正确. 

6. 设单位质点 ,P Q 分别位于点 (0,0)和 (0,1)处，P 从点 (0,0)出发沿 x 轴正向移动，记G 为 

引力常量，则当质点P 移动到点 ( ,0)l 时，克服质点Q的引力所做的功为（       ） 
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      A． 20
d

1
l G x
x                B． 3

220
d

( 1)

l Gx x
x   

      C． 3
220
d

( 1)

l G x
x                      D． 3

220

( 1) d
( 1)

l G x x
x



  

【答案】B 

【解析】由题可知，其对应如图所示. 

单位质点P 与单位质点Q之间的引力为 2
1 1F G
r


 ，其中 r 为两质点间的距离. 

旦由图可知
2 2 1.r x   

又引力F 在 x 方向上的力投影为
2

cos .
1

x
xF F F

x
 


   

故克服引力做功为： 

00 32 20
2 2

d d d
( 1) 1 (1 )

l l l

x
G x GxF x x xW

x x x
 

  
  

 

7. 设函数 ( )f x 连续，给出下列 4个条件： 

①
0

( ) (0)
lim
x

f x f
x


存在； 

②
0

( ) (0)
lim
x

f x f
x


存在； 

③
0

( )
lim
x

f x
x

存在； 
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④
0

( ) (0)
lim
x

f x f
x


存在. 

其中可得到“ ( )f x 在 0x  处可导”的条件个数为 

A.1 .                                B.2 .                            C.3.                          D.4. 
【答案】D 

【解析】先看③，记
0

| ( ) |lim
x

f x a
x

 ，由 0x  时， 0 0a x ， 时， 0a  ，有 0a  ， 

且
0 0

(0) lim ( ) lim | ( ) | 0
x x

f f x f x
 

   . 

故由
| ( ) | ( )0 0f x f x

x x
    ,有

0

( )lim 0
x

f x
x

 , 即 (0) 0f   。 

再看①，记
0

| ( ) | (0)lim
x

f x f a
x


 ，故

0 0
(0) lim ( ) lim ( ) 0

x x
f f x f x

 
   . 

若 (0) 0f  ，则同③； 

若 (0) 0f  ，则 0x  时， ( ) 0f x  ，则
0

( ) (0)(0) lim
x

f x ff a
x

   . 

对于②，记
   

0

0
lim
x

f x f
a

x


 ，则      

0
0 lim 0 0

x
f f x f


   . 

若  0 0f  ，则    
0

0 lim
x

f x
f a

x
   ； 

若  0 0f  ，亦有      
0

0
0 lim

x

f x f
f a

x


   . 

对于④，记
   

0

0
lim
x

f x f
a

x


 ，则    

0
0 lim 0

x
f f x


  . 

当  0 0f  时，同③； 

当  0 0f  时，    0 0f x x  ，有  0f a  ； 

当  0 0f  时，    0 0f x x  ，有  0f a   . 

故均正确。 



 

数学（二）试题及解析   第7页（共 17页） 

8.设矩阵

1 2 0
2 0
0 0

a
b

 
 
 
 
 

有一个正特征值和两个负特征值，则（       ） 

    A. 4, 0a b                  B. 4, 0a b   

C. 4, 0a b                  D. 4, 0a b   

【答案】D 

【解析】令

1 2 0
2 0
0 0

a
b

 
   
 
 

A 为实对称矩阵，对应二次型为 

  2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2, 4,f x x x x ax bx x x    ， 

则用配方法将其化为标准型，    2 2 2
1 2 3 1 2 2 32 (, 4),f x x x x x a x bx     . 

已知 A 有一正两负特征值，则
4 0 4

 
0 0

a a
b b

   
  

，故选 D. 

9.下列矩阵中，可以经过若干初等行变换得到矩阵

1 1 0 1
0 0 1 2
0 0 0 0

 
 
 
 
 

的是 

A. 

1 1 0 1
1 2 1 3 .
2 3 1 4

 
 
 
 
 

                                 B.

1 1 0 1
1 1 2 5 .
1 1 1 3

 
 
 
 
 

                           

C. 

1 0 0 1
0 1 0 3 .
0 1 0 0

 
 
 
 
 

                           D.

1 1 2 3
1 2 2 3 .
2 3 4 6

 
 
 
 
 

 

【答案】B 

【解析】A选项：  
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B选项：   

C选项：  

D选项：  

10.设 3阶矩阵 ,A B 满足 ( ) = ( ) 1,r r +AB BA 则 

A.方程组 ( + ) = 0A B x 只有零解. 

B.方程组 = 0Ax 与方程组 = 0Bx 均只有零解. 

C.方程组 = 0Ax 与方程组 = 0Bx 没有公共非零解. 

D.方程组 = 0ABAx 与方程组 = 0BABx 有公共非零解. 

【答案】D 

【解析】法一：因为 ( ) = ( ) 1 3 ( ) 2r r + r AB BA BA， ，若 ( ) = 2 0r  BA BA ， 

则 ( ) = 3 0r  AB AB ，矛盾，故 ( ) 1r BA ， 

        2r r r r r 
     

 

ABA
ABA BAB BA BA

BAB
， 

则
 

 
 

ABA
x

BAB
0有非零解，D正确. 
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法二：排除法. 取
1 1 1 1 0 1
1 1 1 , 1 0 1
1 1 1 1 0 1

   
        
      

A B , 则
3 0 3
3 0 3 , ( ) 1
3 0 3

r
 

    
 
 

AB AB . 

0 0 0
0 0 0 , ( ) 0
0 0 0

r
 
   
 
 

BA BA . 排除 B，C. 

 
2 1 0
2 1 0 , ( ) 1
2 1 0

r
 
     
 
 

A B A B ，排除 A，故选 D. 

二、填空题：11～16小题，每小题 5分，共 30分．   

11.设
 1

d ln 2
2

a x
x x a




 ，则 ______a  . 

【答案】 2a   

【解析】原式 11
d ln

(2 ) 2
a xx

x x a x a
  

  ln 2 ln(2 ) ln 2 2a a       . 

12.曲线
3 3 23 1y x x   的渐近线方程为 ______ . 

【答案】  

【解析】可得无水平渐近线、铅直渐近线，故求斜渐近线即可. 

3 3 2 3 2
3

3
3 1 3 1lim lim 1

x x

x x x xk
x x 

   
   ， 

1
2 23

3 3 2
3 3

1 3 1 1 3lim 3 1 lim 1 1 lim 1
3x x x

x xb x x x x x
x x  

 
                    

， 

故 1y x  . 
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13.  2

1 1 2 1lim ln 2ln 1 ln ______
n

nn
n n n n

       
 . 

【答案】
1
4

  

【解析】 2
1 1 2 1lim ln 2ln ( 1) ln

n

nn
n n n n

      
  

1 1 2 2 1 1 1lim ln ln ln
n

n n
n n n n n n n

       
 

  

1 1 2 2 1 1 1lim ln ln ln ln
n

n n n n
n n n n n n n n n

        
 

  

1 1 2

0 0
1

1 1lim ln ln d ln d
2

n

n i

i i x x x x x
n n n



       

1 112 2

0 0 0

1 1 1 1ln d d .
2 2 4

x x x x x x
x

        
    

14.已知函数  y y x 由

 
2

2

1

ln 1 2 ,

2 e d 0
y t u

x t

t u
 

 


  
确定，则 0

d ______
d t
y
x   . 

【答案】e  

【解析】 2
2

1

ln(1 2 ),                    

2 e d 0,           
y t u

x t

t u
 

 


  

①

②
 

由②两边关于 t 求导，则
 22 d2 e 2 0

d
y t y t

t
       

 
. 

当 0t  时， 1y  且
1 d d2 e 0 2e
d d
y y
t t

     ， 
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则
0

0

d
d 2ed edd 2

d
t

t

y
y t

xx
t





   . 

15.微分方程    2 3 d 2 5 d 0y x x x y y    满足条件  1 1y  的解为 ______ . 

【答案】
22 20 11

5
x xy  

 . 

【解析】 (2 3 )d (2 5 )d 0 2 d 2 d 3 d 5 d 0y x x x y y = y x x y x x y y =        

2 23 5d(2 ) d d 0
2 2

xy x y =        
   

， 

即
2 2 2 23 5 3 5d(2 ) 0 2

2 2 2 2
xy x y = xy x y c      . 

又因为 (1) 1y  ，则
3 52 , 2
2 2

c c      ，即 

2 2

2 2

3 52 2,
2 2

3 4 5 4.

xy x y

x xy y

   

    

则所求解为
22 20 11

5
x xy  

 . 

16.设矩阵  1 2 3 4, , ,A a a a a ，若 1 2 3, ,a a a 线性无关，且 1 2 3 4  a a a a ，则方程组 

1 44 Ax a a 的通解为 ______x . 

【答案】

1 1
1 0
1 0
1 4

k

   
   
   
   
   
   

， k 为任意常数 

【解析】由于 1 2 3 4      ，故 1 2 3 4, , ,    线性相关；且已知 1 2 3, ,   线性无关，则

  3r A . 
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那么 1 44 Ax   等价于  1 2 3 4 1 4

1
0

, , , 4
0
4

 
 
   
 
 
 

      ，故

1
0
0
4

 
 
 
 
 
 

是 1 44 Ax   的

一个特解. 

又因为 1 2 3 4      ，即 1 2 3 4    0    ，则  1 2 3 4

1
1

, , ,
1
1

 
 
  
 
 
 

0    .由

  4 3 1s n r    A 可得，

1
1
1
1

 
 
 
 
 
 

是 Ax 0的一个基础解系，故 1 44 Ax   的通解为 

1 1
1 0
1 0
1 4

k

   
   
   
   
   
   

，其中 k 为任意常数. 

三、解答题：17～22小题，共 70分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤． 

17．（本题满分 10分） 

计算
  

1

20

1 d .
1 2 2

x
x x x  

 

17．解：
 

1 1 1

2 220 0 0

1 1 3
1 5 5 5d d d

1 2 2 1 2 2( 1) 2 2

xA Bx Cx x x
x x x x x xx x x

                    
 

    

1 1 1
2

0 0 0

2 3 1ln 2 π1 1ln |1 | ln 2 2 a
01

rctan( 1)
5 10 5 10

x x x x       . 
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18.（本题满分 12分） 

设函数  f x 在 0x  处连续,且
 

   

2sin

0

e 1
lim 3.

ln 1 ln 1

x

x

xf x
x x

 
 

  
 

证明：  f x 在 0x  处可导，并求  0 .f   

18．解：已知      2 2 2 2 2 21 1ln(1 ) ln(1 )
2 2

x x x x o x x x o x x o x            ， 

   2sin 2 2 2 21e 1 2sin (2sin ) 1 2sin 2sin
2

x x x o x x x o x        . 

因此，
 2 22sin

2 20 0

( ) 1 2sin 2sin 1( ) e 13 lim lim
x

x x

xf x x x o xxf x
x x 

          
 

 

2

2 20 0

( ) 2sin 2sinlim lim
x x

xf x x x
x x 

 
 

 
， 

可以得出 20

( ) 2sinlim 5
x

xf x x
x


 


，

 3 3

20

1( ) 2
6lim 5

x

xf x x x o x

x

    
   ， 

进一步可以得出 20

( ) 2lim 5
x

xf x x
x


 ，以及

0

( ) 2lim 5
x

f x
x


 ， 

0
lim[ ( ) 2] 0
x

f x


  ，可得
0

lim ( ) 2 (0)
x

f x f


  ，故
0

( ) 2(0) lim 5
x

f
x

xf


   . 

19.（本题满分 12分） 

设函数  ,f x y 可微,且满足      2d , 2 e d e 1 d , 0,0 2,y yf x y x x x y y f       求

 ,f x y ，并求  ,f x y 的极值. 

19. 解：
22 e ( , ) e ( )y yf x f x y x y

x
 

     


，则 

2 2e ( ) e ( 1)ey y yf x y x y
y

       


， 

( ) ( 1)e ( ) ( 2)ey yy y y y C         . 
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则
2( , ) e ( 2)e .y yf x y x y C       

(0,0) 2 , 0 f C  又 ，
2  ( , ) e ( 2)e .y yf x y x y    则  

2

2 e 0, 0,
e ( 1) 0 1.

y
x

y
y

f x x
f x y y





             
 

则驻点（0，-1）. 又 

2 22e , 2 e , e ( 1) e e ( )y y y y y
xx xy yyf f x f x y x y               ， 

在点（0，-1）处 2e, 0, eA B C     ，则
2 0, 0,AC B A    

从而 ( , ) 0 1f x y 在（ ， ）处有极大值，且极大值为 (0, 1) ef   . 

20.（本题满分 12分） 

已知平面有界区域   2 2 2 2, | 4 , 4 ,D x y x y x x y y     计算  2 d d .
D

x y x y  

20. 解：由题可知，积分区域 

 2 2 2 2 2 2( , ) ( 2) 2 , ( 2) 2D x y x y x y      ∣ ， 

对应图形为右图所示. 

显然积分区域关于 y x 对称， 

记  2 2 2
1 ( , ) ( 2) 2 ,D x y x y y x   ∣  ， 

 2 2 2
2 ( , ) ( 2) 2 ,D x y x y y x  ∣   ， 

故

1 2 1

2 2 2 2( ) d d ( ) d d ( ) d d 2 ( ) d d
D D D D

I x y x y x y x y x y x y x y x y           . 

令 cos . sinx r y r    则在积分区域 1D 上有

0 4sin ,
π0 ,
4

r 








 

 
 

则  
1 1

2 2 2( ) d d 2 d d
D D

x y x y x y xy x y      
π 4sin 2 24
0 0
d 2 cos sin dr r r r


      
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 
π
4 4sin 3 3

0 0

56d 2 cos sin d 6π
3

r r r


       . 

故
56 1122 6π 12π
3 3

I      
 

. 

21.（本题满分 12分） 

设函数  f x 在区间  ,a b 内可导.证明导函数  f x 在  ,a b 内严格单调增加的充分必

要条件是：对  ,a b 内任意的 1 2 3, ,x x x ，当 1 2 3x x x  时， 

       2 1 3 2

2 1 3 2

.
f x f x f x f x

x x x x
 


   

21. 解：充分性： 

 

如图任取  1 1 2 2 3 ,x t x t x a b     ，由 1 2k k ，即
       1 1 2 1

1 1 2 1

f t f x f x f t
t x x t
 


 

. 

令 1 1t x  ，根据极限保号性有      2 1
1

2 1

f x f x
f x

x x


 


； 

由 3 4k k ，即
       2 2 3 2

2 2 3 2

f t f x f x f t
t x x t
 


 

， 

令 2 3t x  ，根据极限保号性有      3 2
3

3 2

f x f x
f x

x x


 


； 

由题设可知    3 1f x f x  .由 1 3,x x 的任意性，可得  f x 在  ,a b 内严格单调递增，

充分性得证. 
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再证必要性：即已知  f x 单调递增，在   1 2 2 3, , ,x x x x 上分别使用拉格朗日中值定理，

知存在    1 1 2 2 2 3, , ,x x x x   ，使 

     2 1
1

2 1

f x f x
f

x x



 


，      3 2

2
3 2

f x f x
f

x x



 


. 

又由  f x 单调递增，且 1 2  知，    1 2f f   ，即 

       2 1 3 2

2 1 3 2

f x f x f x f x
x x x x
 


 

，必要性得证. 

综上所述，充要条件得证. 

22.（本题满分 12分） 

已知矩阵

4 1 2
1 1 1
2 1 a

 
   
  

A 与

0 0
0 6 0
0 0 0

k 
   
 
 

B 合同. 

（1）求a 的值及 k 的取值范围; 

（2）若存在正交矩阵 ,Q 使得
T ,Q AQ B 求 k 及 .Q  

22. 解：（1）A 与B 合同知，二者有相同的正负惯性指数. 显然，B 的特征值为 ,6,0k , 故

A 有特征值 0 . 故 | | 0.A  

计算得 | | 3( 4)a  A ，即有 4a  . 此时 | | ( 3)( 6)      E A ，知 A 的特征值

为3,6,0,即 2p  . 故 0k  . 

（2）由 T Q AQ B ，知 1 Q AQ B . 

故 A 与B 相似，特征值相同，故 3k  .   

对 : 3 A 时，解 (3 ) E A x 0 ,得 1

1
1
1

 
   
 
 

c ； 
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当 6  时, 解 (6 ) E A x 0 , 得 2

1
0
1

 
   
 
 

c , 

当 0  时, 解 (0 )  E A x 0  得 3

1
2
1

 
   
 
 

c . 

再单位化得：

1 1 1
3 2 6
1 20
3 6
1 1 1
3 2 6

 
 

 
 

  
 
 
 
 

Q . 


